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I
Obiectivele cursulul c'%PM

Definitii:
= Experiment aleator
= Definitia clasica a probabilitatii
= Spatiul fundamental de evenimente
= Definitia axiomatica a probabilitatji
Probabilitati conditionate:
Definitii
Evenimente independente/dependente
= Sensibilitate, specificitate, VPP, VPN
= Teorema lul Bayes
* |ndependenta a doua evenimente



I
Experiment aleator CEM

Teoria probabilitatilor foloseste o serie de concepte
fundamentale cum sunt:

= experimentul
= proba

= evenimentul
= probabilitatea

Un experiment poate fi definit si ca un proces de
colectare a datelor dintr-o populatie.

Prin experiment aleator se intelege realizarea
practica a unui complex de conditii, corespunzatoare
unui criteriu de cercetare al diferitelor colectivitati
(populatii), care aplicat unei entitati a colectivitatii
are un rezultat intamplator.



I
Experiment aleator = exemple c'%PM

Determinarea statusului de a fi
seronegativ sau seropozitiv.

Determinarea grupei sangvine.

Determinarea prezentei sau absentei
unui factor de risc (fumat, obezitate,
stres, etc.).



—
CEM

Aplicarea experimentului
asupra unui element al
colectivitatii se numeste proba.

Rezultatul unei probe constituie
un eveniment.

Evenimentul ce apare ca
rezultat al unei singure probe
(sau incercari) se numeste
eveniment elementar.

PROBAY
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Colectivitate
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Definitia clasicd a probabilicEll  CSM

Presupunandu-se ca toate probele
posibile ale unui experiment sunt la
fel de verosimile (echiprobabile),
probabilitatea de aparitie a unei
probe (sau a unui grup de probe) prin
efectuarea experimentului este egala
cu raportul dintre numarul de moduri
in care aceasta proba (sau grup de
probe) se poate intampla la nhumarul
total de probe pe care experimentul le
poate genera.



N
nafil cs a probabiliil CoM
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daca un eveniment A se poate realiza in s
probe dintr-un total de n incercari (probe)
echiprobabile pe care experimentul le poate
produce, atunci probabilitatea evenimentului
A se poate defini prin formula:

. Numarul de cazuri favorabile
P(A) =3 =

Numarul de cazuri posibile

Aceasta definitie sta la baza calcularii probabilitatii
empirice a unui eveniment pe baza unor date
statistice privind evenimentul respectiv
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Definitlia clasica a prebabiliiil

< Sa presupunem ca suntem
interesati in cunoasterea
probabilitatii nasterii unui
baiat la o nastere oarecare.

<+ Care este aceasta
probabilitate?
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Definitia clasics a probabiliesii - M

Perioada Nr. de nascuti de sex Nr. total de nasteri Probabilitatea empirica a nasterii
masculin (b) unui copil de sex masculin (a/b)
(a)
1965 1927054 3760358 0.51247
1965-1969 9219202 17989361 0.51248
1965-1974 17857857 34832051 0.51268

definitia clasica
- presupune probe (incercari) echiprobabile

- aceasta cerinta limiteaza utilizarea sa.



Definitia clasicd a probabilicEll CSM

Daca incercarile constau in determinarea grupei
sangvine, rezultatele posibile sunt: A, B, AB, O,

The ABO Blood System
Blood Type Type A Type B Type AB Type 0
(genotype) (AA, AO) (eg, BO) (AB) (00)
Red Blood | (A) @0 @@ @ @0 @
Cell Elrfau- 0 @ @
Proteins
(phenotype)

A aggltinogens only

B aggltnogens only

# and B aggluinogens

Ho agghtinogens

Plasma
Antibodies
(phenotype]

%

b agglutinin anly

¥

a agglutinin anby

Mo agglutinin

a and b agglutinin
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Grupa Sangvina

Probabilitatea

O

?

A

B

AB

?
?
?




B
Definitia clasicd a probabiliEl =M

Daca incercarile constau in determinarea grupei
sangvine, rezultatele posibile fiind: A, B, AB, O,
acestea nu sunt echiprobabile.

Grupa Sangvina | Probabilitatea
O 0.42
A 0.43
B 0.11
AB 0.04

Acesta este motivul pentru care este necesara o
abordare mai generala a notiunii de probabilitate
printr-o introducere axiomatica a acestei notiuni.
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S5 @/g’i Wl rungarmental de eveipiinehiue C_%PM

Fie H un experiment aleator dat pentru care
E reprezinta multimea tuturor rezultatelor
posibile.

E se humeste multime fundamentala sau
spatiu fundamental (spatiul evenimentelor
elementare).

Spatiul fundamental poate sa fie finit sau
infinit.
Astfel ca, o submultime A a lui E se numeste

eveniment, iar daca A are un singur element
din E el este un eveniment elementar.

Orice eveniment a carui realizare depinde de
cel putin doua evenimente elementare este
un eveniment compus.

13



I EESS—S—_—_—_—_—
@3!,@@/ Ciul runadamental ade eveniinEinte C_%PM

Multimea vida g si multimea
fundamentala E sunt si ele evenimente,
si anume, evenimentul imposibil (J) si
respectiv evenimentul cert (E).

Evenimentul sigur se produce cu
certitudine la orice efectuare a
experimentului,

Evenimentul imposibil este nerealizabil
In urma efectuarii experimentului.
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Spagiul rundamental de eveimehts c?m

In mod asemanator cu operatiile de
reuniune si intersectie cu multimi se
definesc operatii similare cu
evenimente.

A si B sunt doua evenimente oarecare

= reuniunea C=AuUB este un e_veniment care
are loc daca cel putin unul dintre
evenimentele A sau B are loc

= intersectia D=ANB este evenimentul care are
loc numai cand A si B au loc simultan.

15
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Spatiul vundamental de evellneEise c%?m

Prin contrarul (complementarul) unui
eveniment A se intelege un eveniment
care se realizeaza ori de cate ori nu se
realizeaza A. Acesta se noteaza prin
non A (sau C(A)).

Daca doua evenimente A si B sunt
disjuncte (AnB=J) (nu se pot realiza
simultan), se spune ca ele sunt
mcompatlblle

Doua evenimente A si B care se pot
realiza simultan se numesc
compatibile

16



CEM

Fie E un spatiu fundamental asociat unui
experiment H si Q multimea tuturor
evenimentelor, adica multimea partilor lui E:

= Q=Pr(E).
Se spune ca functia Pr:Q—R este o functie de
probabilitate, iar prin Pr(A) se noteaza
probabilitatea evenimentului A, daca satisface
urmatoarele axiome:

= M1. 0<Pr(A) <1, VAeO

= M2. Pr(E) =1

= M3. Daca A si B sunt incompatibile

(adica nu pot avea loc simultan),
atunci Pr(AuB) = Pr(A) + Pr(B).

17



B
Deilnitia axiomatics = pirepiliciaC M
T1. Daca A1, A2, ..., An sunt

evenimente incompatibile doua cate
doua atunci:

Pr( UA|) ZPr(A.
1=1

T2. Pr(J) = 0.
T3. Pr(hon A) =1 - Pr(A).

18



1= =

Definitia axiematica = propirieta gﬁ?m

T4. Pentru orice evenimente A si B are loc
egalitatea:
* Pr(AuB)=Pr(A) + Pr(B) - Pr(AnB) .

19



I
Independenta a doud evenimenteSy

Doua evenimente A si B se numesc
independente daca si humai daca

Pr(AnB) = Pr(A) x Pr(B).

Aceasta proprietate se mai numeste si legea
de inmultire a probabilitatilor.

Doua evenimente A si B sunt dependente
daca Pr(AnB) = Pr(A) x Pr(B).

20
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Exemplul 1 CEM

Doua evenimente sunt independente daca si numai
daca: Pr(A n B) =Pr(A) x Pr(B)
Doua evenimente sunt dependente daca:
Pr(A n B) = Pr(A) x Pr(B)
Studiu:

= Pentru studiul agregarii familiale a HTA s-a determinat probabilitatea
HTA la mama P(A)=0,1, la primul copil P(B)=0,2 si frecventa apatritiei
HTA la copii si la mama in acelasi timp Pr(AnB) = 0,05

= Exista o relatie de cauzalitate intfre HTA la mama si cea de la copil?

21
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Exemplul 2 CEM

Doua evenimente sunt independente daca si numai daca:
Pr(A n B) =Pr(A) x Pr(B)

Doua evenimente sunt dependente daca :
Pr(A n B) = Pr(A) x Pr(B)

Studiu:

Pentru studiul agregarii familiale a HTA s-a determinat probabilitatea
HTA la barbati P(A)=0,2 si la femei P(B)=0,1
Care este probabilitatea de a avea o familie de hipertensivi? Pr(AuB)

22



Probabilitate conditionata C2m

Daca A si B sunt doua evenimente arbitrare, prin
probabilitatea conditionata a lui A de catre
B, notatd prin Pr(A|B), se intelege
probabilitatea de a se realiza evenimentul A daca
in prealabil s-a realizat evenimentul B.

Prin definitie: , B
P(ANB) b’

PUAIB) =55 =:

O -anE

sau raportul dintre numarul elementelor din B
care sunt si in A la numarul elementelor lui B.

23
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Probabilitate conditionata C2m

Au loc urmatoarele proprietati privind
probabilitatile conditionate:

= Daca A si B sunt evenimente independente, atunci
Pr(B|A) =Pr(B)

= Daca A si B sunt evenimente dependente, atunci
Pr(B|A) #Pr(B) si Pr(AnB)=Pr(A) x Pr(B).

24



Exemplul 3 CEM

Doi medici A si B dintr-un spital testeaza toti pacientil
pentru sifilis: primul medic, A, diagnosticheaza 10% din
pacienti ca pozitivi, iar medicul B 17%; 8% din pacienti
sunt diagnosticati pozitiv de ambii medici

=)

25


https://www.google.ro/search?q=syphilis&client=firefox-beta&hs=4Td&rls=org.mozilla:en-US:official&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ei=JKOJUuWUJYjIswaE64HICg&ved=0CAkQ_AUoAQ&biw=1171&bih=832

Exemplul 3

Date
P(A)=0,1
P(B)=0,17
P(ANB)=0,08 N
Calculati probalitatea conditionata ca doctorul B sa

puna un diagnostic pozitiv daca doctorul A a pus
deja un diagnostic pozitiv la acelasi pacient

P(B| A)=P(ANB) / P(A) =0,08/0,1=0,8

Decli, doctorul B confirma 80% din pacientii
doctorului A

26



Masurarea ris

CEM
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Riscul relativ (RR) CaM

= raportul dintre probabilitatea conditionata de B de a avea
evenimentul A si probabilitatea conditionata de B de a nu avea
evenimentul A

~ P(B|A) .
P(B|A) P(Boalal|Factor de risc)

_ P(Boala|Factor de risc)

Pentru doua evenimente independente RR: ﬂ
P(B|A) = P(B) = P(B|A) -

Pentru doua evenimente dependente

P(BIA) = P(B) # P(BIA) RR=

28



Riscul relativ (RR)

RIRE1

29



I
EXEMPLU CEM

Se recomanda femeilor peste 50 de
ani sa isi faca o mamografie odata la
1-2 ani; testul de “aur’ pentru
cancerul de san este biopsia, dar este
prea invaziv

30



I
EXEMPLU CEM

Din 100000 de femei cu mamografii
negative, 20 vor dezvolta cancer de san in
urmatorii 2 ani

Din 10 femei cu mamografii pozitive, 1 va
dezvolta cancer de san in urmatorii 2 ani

Care este RR de a dezvolta cancer de san in
urmatorii 2 ani dupa o mamografie pozitiva?

Knock out

RR =Pr(B|A) / Pr(B|non A)
= 0,1/ 0,0002 —

= 500 _—

i

‘breast cancer

%

31



Semne diaghost

Legatura dintre semnele sau testele diagnostice
si diagnosticul pacientului este una probabilistica

CEM 4



I
Probabilitate conditionata - aplicatii C_%PM

Sa consideram urmatoarele evenimente in
legatura cu aplicarea unui test diagnostic:

= B - evenimentul ca o persoana luata la intamplare dintr-o
populatie sa aiba o anumita afectiune B (TBC , HIV etc.),

= T - evenimentul de obtinere a unui test pozitiv in cazul
aplicarii unui test diagnostic T pentru detectarea afectiunii
B la o persoana.

= non(B) = persoana fara afectiunea B
= non(T) = test negativ.

33



S
Semne diagnostice C_%PM

Sa presupunem ca populatia careia i s-a
aplicat testul are n persoane si s-au obtinut
urmatoarele rezultate:

Afectiunea B non(B) Total
[ Testul Bolnavi | Sanatosi
T b (FP) a+b
Test pozitiv
non (T) c (FN) c+d
Test negativ
Total a+c b+d n

34



I
Valoarea pozitiva predictivd VPP ¢35y

este probabilitatea ca un test pozitiv sa indice
o persoana cu afectiunea B:

Afectiunea B non(B) Total
/ Testul bolnavi sanatosi
T b (FP) a+b
Test pozitiv
non (T) c (FN) c+d
Test negativ
Total a+c b+d n
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Valoarea predictiva negativa VPN ¢Sy

este probabilitatea ca un test negativ sa indice
o persoana fara afectiune:

Afectiunea B non(B) Total
/| Testul bolnavi sanatosi
T b (FP) a+b
Test pozitiv
non (T) c (FN) c+d
Test negativ
Total a+c b+d n

36



I
Sensibilitatea testului CEM
Se = probabilitatea de a obtine un test

pozitiv, stiind ca testul este aplicat unei
persoane care poseda afectiunea

Afectiunea B non(B) Total
| Testul bolnavi sanatosi
T b (FP) a+b
Test pozitiv
non (T) c (FN) c+d
Test negativ
Total a+c b+d n

37



Specificitatea testului

CEM

Pentru caracterizarea unui test diagnostic se
utilizeaza si specificitatea testului care se
defineste prin probabilitatea de a obtine un
test negativ pentru o persoana sanatoasa:

Afectiunea B non(B) Total
| Testul bolnavi sanatosi
T b (FP) a+b
Test pozitiv
non (T) c (FN) c+d
Test negativ
Total a+c b+d n

38




EXEMPLU CEM

Se recomanda femeilor peste 50 de ani sa
Isi faca o mamografie odata la 1-2 ani;
testul de “aur’ pentru cancerul de san este
biopsia dar este prea invaziv

39



I
EXEMPLU CEM

Din 100000 de femei cu mamografii
negative, 20 vor dezvolta cancer de san in

urmatorii 2 ani
Din 10 femei cu mamografii pozitive 1 va
dezvolta cancer de san in urmatorii 2 ani

Calculati Se, Sp, VPP, VPN

40



Afectiunea
[ Testul

294/46

Mamografie
pozitiva

Subiecfi Total
sanatosi
9 10

Total

100.010
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Semn sau |
B test (T)
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Formula lui
Bayes
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I
Formula lui BAYES C%PM

Sa consideram doua evenimente A si B care nu sunt
independente (A = afectiunea, B = semnul). Atunci
din formulele:

Pr(A/B) =

Pr(AnB) Pr(BIA) = Pr(An B)
Pr(B) Pr(A)
si se deduce formula lui BAYES:

Pr(B/A)-Pr(A)
Pr(B)

Pr(A/B) =

44



I
Formula lui BAYES CEM

Fie A o maladie si B un semn:

Pr(B/A)-Pr(A)

Pr(AB) = —— &

Dar fiindca
= Pr(B) = Pr((BhnonA) u (BNA)) =Pr(BhnonA) + Pr(BNA),

aplicand formula probabilitatilor
conditionate se obtine:

= Pr(B)=Pr(B|A) Pr(A) + Pr(B|nonA) Pr(nonA).

De aici rezulta urmatoarea forma a formulei
lui Bayes:

Pr(B|A)- Pr(A)

A B 4)- Prd)+ Pr(B| nond)- Prinon)
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S
Formula lui BAYES CaM

Pr(B| A)- Pr(A)

A = BB ) Pr(A)+ Pr(B] nond)- Prinond)

VPP = Pr(AB)
VPN = Pr(AB)
Sensibilitate = Pr(B|A)
Specificiate = Pr(ﬁ‘ﬂ)

sensibilitate x prevalenta

sensibilitate x prevalenta+ (1— specificitate) x (1— prevalenta)
specificifate x (1— prevalenta)

specificiate x (1— prevalenta) + (1— sensibilitate) x prevalenta

VPP =

VPN =

46



I
EXEMPLU CEM

sensibilitate x prevalenta

sensibilitate x prevalenta+ (1—specificitate) x (1— prevalenta)
specificiatex (L— prevalenta)

specificitate x (1— prevalenta) + (1— sensibilitate) x prevalenta

VPP =

VPN =

In farmacii s-au introdus sisteme automate de
determinare a TA. Un astfel de sistem clasifica 84% din
hipertensivi si 23% din normotensivi ca avand HTA.

Daca 20% din populatia adulta are HTA, care sunt VPP si
VPN ale acestui aparat?

Sensibilitatea = 0,84

Specificitatea =1 -0,23 = 0,77
vPP=0,84x0,2/(0,84x0,2+0,23x0,8)=0,168/0,352=0,48
VPN=0,77x0,8/(0,77x0,8+0,16%*0,2)=0,616/0,648=0,95
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I
EXEMPLU CEM

sensibilitate x prevalenta

sensibilitate x prevalenta+ (1—specificitate) x (1— prevalenta)
specificiatex (L— prevalenta)

specificitate x (1— prevalenta) + (1— sensibilitate) x prevalenta

VPP =

VPN =

90% din persoanele care au facut cancer pulmonar au
fumat iar 30% din populatia sanatoasa fumeaza

Daca 0,1% din populatia adulta dezvolta aceasta
afectiune ce putem spune despre fumat ca si semn
diagnostic?

Sensibilitatea

Specificitatea 0,70 — nu este suficient de specific

VPP= 0,003 — prezenta semnului nu indica boala
VPN= 0,999 — absenta semnului indica un sanatos

0,90 — un test sensibil ne indica sanatosii

Nu putem spune cuiva care fumeaza ca este afectat, dar putem fi

aproape siguri ca cineva care nu fumeaza nu are afectiunea
48






